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Es wird gezeigt, dal die angeregten Zustande eines ferromagnetischen Kristalls mit nur je einem
Valenzelektron pro Atom in der HeirLer—Loxpon-Ndherung durch ein System von Quasiteilchen zu
beschreiben sind, die der Fermi-Statistik gehorchen. Ein Variationsverfahren, das dem HartreE—Fock-
Verfahren nachgebildet ist, wird angegeben und fiir die lineare Kette unter Beriicksichtigung der
Wechselwirkung zwischen nichsten Nachbarn durchgefiihrt. Als Anwendung wird der Grundzustand
des Systems fiir negatives Austauschintegral gendhert berechnet.

Seit der Brocuschen Spinwellentheorie ! stellt man
im allgemeinen die angeregten Zusténde eines ferro-
magnetischen Kristalls in der HerrLer—Lonpon-Nahe-
rung durch ein System von Quasiteilchen (Spin-
wellen) dar, die der Bose-Statistik gehorchen. Es
gibt allerdings Griinde fir die Vermutung, dal} dies
nicht vollig den Tatsachen entspricht, und zwar die
Divergenz der Ausdriicke fiir die spontane Magne-
tisierung der linearen Kette und der Flachengitter 2.
Von MarsHaLL® wurde im Zusammenhang mit der
Theorie des Antiferromagnetismus darauf hingewie-
sen, dal} durch die Spinwellentheorie eine grofle
Anzahl fiktiver Zustande geschaffen wird, die in
Wirklichkeit nicht existieren. MARSHALL ist indessen
der Meinung, dall diese fiktiven Zustinde in der
Theorie des Ferromagnetismus keine grofle Bedeu-
tung haben, da sie seiner Ansicht nach zu hoch lie-
gen, so dal} sie bei tiefen Temperaturen im wesent-
lichen unbesetzt sind.

Man kann sich in der Tat davon iiberzeugen, dafl
die Brocusche Spinwellentheorie ernste Méngel ent-
hélt: Die Behauptung, dafl die Spinwellen Bosonen
sind, wird bei Brocu nicht bewiesen. Zur genaueren
Diskussion dieser Fragen wollen wir das von Brocu
behandelte Modell betrachten, einen Kristall aus 2 NV
Atomen mit nur je einem Valenzelektron auflerhalb
abgeschlossener Schalen. Das Modell hat zwei we-
sentliche Merkmale: erstens sind die rdumlichen
Eigenfunktionen aller Valenzelektronen (bis auf eine
Translation) untereinander gleich, zweitens sind die
Valenzelektronen an ihren Gitterpldtzen angebunden.
Ferner wird angenommen, daB zu verschiedenen
Gitterplatzen gehorige rdumliche Eigenfunktionen
orthogonal sind.

Wir zidhlen nun die Zustdnde ab, die das System
haben kann. Dazu denken wir uns den Hamirton-

1 F. Brocu, Z. Phys. 61, 206 [1930].
2 Handbuch der Physik, Bd. XXIV, 2. Berlin 1933.

Operator in der Schreibweise der zweiten Quantisie-
rung in den Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-

rena, _unda, . aufgeschrieben (v=1,2,...,2N;
n,,s n,, s

s=3%, —1), a;ws erzeugt ein Elektron mit dem

Spin s am Ort 1., ay,, s beschreibt den inversen Pro-
zef3. Die Vertauschungsregeln sind
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Die genaue Gestalt des Hawmirron-Operators wird
hier nicht benétigt, es wird nur angenommen, daf}
der Gesamtspin eine Konstante der Bewegung ist.
Nun werden zur Diagonalisierung laut Voraussetzung
nur solche Funktionen zugelassen, fir die
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Das bedeutet aber, da} ein Zustand mit dem magne-
tischen Moment 2 ug(N —n), (up=DBonrsches Ma-
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durch a; , ersetzt. Insgesamt erhilt man also
o

22N Zustinde fiir das betrachtete System. Demgegen-
iiber enthilt die Brocusche Spinwellentheorie zuviele
Zustinde. Da nidmlich die Spinwellen als Bosonen

behandelt werden, kann man einen Zustand mit der
2 N)n .
Magnetisierung 2 ug(N —n) auf STL,!L Arten reali-

sieren. Das bedeutet eine auBerordentliche Verviel-

3 'W. Magrsnarr, Proc. Roy. Soc., Lond. A 232, 69 [1955].
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fachung der Zustande, sobald das magnetische Mo-
ment merklich von der Sattigung abweicht. Da nun
aber bei der anschlielend erfolgenden statistischen
Behandlung nicht einmal die Beschrankung bertick-
sichtigt wird, daf} hochstens 2 NV Spinwellen angeregt
sein konnen, ergeben sich zwangsldufig divergente
Ausdricke fir die spontane Magnetisierung der
Flachengitter und der linearen Kette.

In der Formulierung der Spinwellentheorie nach
HorsteiN und Privakorr? treten diese Mingel zu-
néchst nicht auf, da die Homdopolaritatsbedingung
(2) streng berticksichtigt wird. Sobald aber nun die
Wurzeloperatoren in Reihen nach Potenzen von Be-
setzungszahloperatoren entwickelt werden, wird nach-
traglich der durch die Bedingung (2) eingeschrankte
Hiierr-Raum in unzuldssiger Weise erweitert, und
zwar in dem gleichen Sinne wie in der urspriing-
lichen Brocuschen Theorie.

Von Frank® wurde inzwischen gezeigt, daf} fiir
den betrachteten Fall (ein Valenzelektron pro Atom)
die angeregten Zustinde des Systems durch ein
System von Fermi-Quasiteilchen zu beschreiben sind.
Dadurch werden alle geschilderten Komplikationen
vermieden, und man erhélt automatisch die richtige
Anzahl von Zustdanden. Vorbehaltlich der praktischen
Durchfiihrbarkeit der gesamten notwendigen Rechen-
schritte scheint dies jedenfalls der richtige Ausgangs-
punkt fiir die Theorie zu sein. Soweit dem Verfasser
bekannt ist, ist in der dlteren Literatur nur in einer
Arbeit von EpsteIN ¢ der Gedanke der FeErmi-Statistik
fir Spinwellen ausgesprochen worden. Da aber diese
Idee anscheinend vollig in Vergessenheit geraten ist,
erscheint es gerechtfertigt, nochmals von anderer
Seite als Epstein und Frank darauf einzugehen.

1. Spinwellen und Fermi-Statistik

Unser Ausgangspunkt ist der Diracsche Austausch-
operator . Wir werden zwei Varianten der Theorie
angeben, die zum gleichen Resultat fiithren. Die erste
ahnelt mehr der von Fraxk angewandten Methode,
die zweite mehr der konventionellen Spinwellen-
theorie mit dem Austauschoperator als Ausgangs-
punkt.

Wir fiihren zunachst die erste Variante durch.
Dazu schreiben wir den Hamirton-Operator des

4 T. Housteiy u. H. Primakorr, Phys. Rev. 58, 1098 [1940].
5 D. Frank, Z. Phys., im Druck.
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Systems unter Benutzung des Diracschen Austausch-
operators in der Form
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auf. Dabei ist = (0,0, H) das duBere Magnetfeld,
das nur eine Komponente in der z-Richtung eines
rechtwinkligen kartesﬁchen Koordinatensystems
(2,y,z) haben soll, o, der Vektoroperator des
Elektronenspins (PavLi-Matrix), der auf die Spin-
variable des Elektrons mit der Nummer %k wirkt,
Itp—1) =I(|te—1, [) ist das Austauschintegral
zwischen zwei Elektronen, die am Ort 1; bzw. 1;
sitzen; der Strich am Summenzeichen deutet an, daB
bei der Summation stets k=1 ist. Die Vektoren 1
sollen alle Gittervektoren 1, (v=1,2,...,2N)
durchlaufen, die in irgendeiner passenden Weise
durchnumeriert zu denken sind.

Die Eigenwerte des Hamirron-Operators (3) er-
geben sich aus einer ScHrODINGER-Gleichung

HY-EV,

wobel man etwa die Eigenfunktion ¥ aus Determi-
nanten von Einteilchenfunktionen aufbauen kann
(Antisymmetrie, da die ScHRODINGER-Gleichung ein
System von Elektronen beschreibt). Die wirklichen
raumlichen Eigenfunktionen der Elektronen, die
schon in den Austauschintegralen I enthalten sind,
werden hier nicht mehr benatigt. Vielmehr ist hier
entsprechend den Voraussetzungen des Modells der
raumliche Anteil der Einelektroneneigenfunktionen
einfach durch das Kronecker-Symbol o, n, darzu-

stellen, das nur in einem diskreten Ortsraum erklart
ist: Das Elektron ist genau an dem Gitterplatz 1,
festgebunden, an anderen Stellen ist die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit Null, auBerdem sind die raum-
lichen Eigenfunktionen fiir verschiedene Gitterplitze
orthogonal. Als Spineigenfunktionen der Elektronen
wihlen wir die Eigenfunktionen a und £ der z-Kom-
ponente des Spinoperacors ¢, mit den Eigenschaften

o,a=a, 0,f=—F
6,o=0, 0,f=0a, oya=iff, 0,f=—1a.
Die so konstruierten Einteilchenfunktionen
l/"“’,,;_) (r9 S) = 6r, "v. a,
Yo, -3 (,8) =0, , B
6 P.S. Epsteiy, Phys. Rev. 41, 91 [1932]. Jedoch findet man
auch in einer sehr kurzen Note von H. Exsteix, Phys. Rev.

80, 122 [1950] einen diesbeziiglichen Hinweis.
? F. Serrz, The Modern Theory of Solids, New York 1940.
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bilden ein vollstindiges System orthogonaler Eigen-
funktionen des Einheitsoperators, s ist die Spin-
variable. Die Orthogonalitétsrelationen lauten

fw;w ,(1,s) Vg (t,8) dv=4, » 6, ;5

die Integration bedeutet eine Summation tber die
2 N diskreten Vektoren im Ortsraum und iber die
Spinvariable.

Wir fiihren nun den Operator (3) in die Schreib-
weise der zweiten Quantisierung iiber. Dazu hat man

den Ausdruck
H=Hug [y ooy dr—1 [v" (.50 v* (120 5)
s (g —15) w(1a,85) w(ry,sy) dry dry
mit
2N

v () = Dy v, (1) +ay ¥, (1)

v=1

zu bilden und y(1,s),a und «a, — als Opera-
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toren zu interpretieren. Die Operatoren a bzw.

a erzeugen bzw. vernichten je ein Elektron mit

nd

»Plusspin® am Ort n,, a; _
-

; bzw. a, _, erzeu-
gen bzw. vernichten je ein Elektron mit ,,Minusspin*
am Ort 1,. Die so definierten Operatoren gehorchen
den Vertauschungsregeln (1), da das System aus
Elektronen besteht. AuBerdem ist /(0) =0.

Unter Beriicksichtigung von (2) erhilt man dann

den Hamicton-Operator als

‘ * *
H:H,uBZ (anw;anw% —a, _,a

Y@
* o (4)
(a’ng,§ ang 1 ang,—g ano —1)
- I a* a *
ve My L My, =L g, —4 g, b
v=0
mit L,=1(1,—n,).

Dabei ist nun noch zu beriicksichtigen, daB der
Operator (4) auch Zustinde zuliBt, bei denen 0
oder 2 Elektronen an einem Gitterplatz sitzen; diese
sind aber durch die Voraussetzungen des Modells
ausgeschlossen. Daher hat man noch die Neben-
bedingung (2) hinzuzunehmen, die die polaren Zu-
stinde automatisch ausscheidet.

Das bedeutet etwa, dafl man bei der Diagonalisie-
rung von (4) nur diejenigen Eigenfunktionen der
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Besetzungszahlen beriicksichtigen darf, die homoo-
polaren Zustinden entsprechen. Man kann diesen
Sachverhalt aber auch anders interpretieren und
kommt auf diesem Wege direkt zur Fermi-Statistik
fir Spinwellen. Es sei bemerkt, daff der Hamirron-
Operator bis auf c-Zahlen, die den Nullpunkt der
Energie festlegen, mit dem von Fraxk?® benutzten
tibereinstimmt.
Wir fiihren nun neue hermitesch konjugierte Ope-
ratoren
pv:at‘t,,,!_,an,,,—.’_,’ qv:(l; —'an,,——‘ (5)

v T2 s T2

ein, p. erzeugt ein Elektron mit Plusspin und ver-
nichtet ein Elektron mit Minusspin am Ort 1., g¢»
beschreibt den inversen Prozef}. Man beweist unter
Benutzung der Vertauschungsrelationen fiir die Ope-

Nebenbedin-

gung (2), daB fiir die Operatoren p, und g, fol-
gende Vertauschungsrelationen gelten:

ratoren @, ,, @ , usw. und der
Mys 2 “w’_'

(prsq]-=0w Us, [pripv]-=[g.971-=0
(6 a)
mit
Uv=2pyqv_1§ (6b)
ferner bestehen die Relationen
pr2=qr2=0, (7 a)

* *
i qua“v:-}anw% ? qvpvzanw—&a"w"']z. (7 b)

Es ist nicht schwierig, die Operatoren (5) so zu
transformieren, daB man Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren fiir Fermionen erhilt, wenn man
auf das von Jorpan und Wiener benutzte Verfah-
ren zur Quantisierung von Wellengleichungen fiir
Fermr-Teilchen zuriickgreift8. Dazu benétigen wir
eine Reihe von weiteren Relationen, die man unter
Benutzung von (6 a) — (7) leicht beweisen kann:

[, Uv]_=[g,Us]_=0 fir

v#v',
[U,,Us]_=0, Uz2=1; (8)

Urpv=p|', pv Ui':—pl’,

[p. U], =0
+ El (9)
Uogp=—qv, ¢Us=g,

[¢.,U.],.=0.

Dann werden neue Operatoren definiert:

by =U,Us... Um1g(~ 1)1,

b*=U,U,...U—1p:(=1)""1, (10)

wobei eine bestimmte ein fiir allemal durch die
Numerierung der Gitterpunkte festgelegte Reihen-

¥ W.Wzeizer, Lehrbuch der theoretischen Physik, Berlin 1950.
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folge der Operatoren U, (0=1,2,...,2N) einzu-
halten ist. Unter Benutzung der Relationen (6 a)
bis (9) zeigt man, daf} die Vertauschungsregeln der
durch (10) definierten Operatoren b.* , b, lauten
[6%,br] . =0n, [b5b7], =[br,br], =0,
(11)

diese also Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
von Fermionen sind. Insbesondere gilt
b*b.=prq

U.=2b"b,—-1.

und daher

K. MEYER

Wegen (8) gilt ferner
=UiUswu.
=U,U,...

U-1(=-1)""1p, ,
U—1(-1)"1b,*.

Man kann diese Operatoren nun in den Hamirron-
Operator (4) einsetzen, der,
p». ¢» geschrieben, die Gestalt

H=Huz Y (2prg-—1) - %_\,_1.,1(2p, gr—1)

v

in den Operatoren

- (2pugu—1) —

v

1u Py qu

nq

hat und erhélt damit einen Hamruron-Operator, in dem nur noch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

b,*, b, von FERMI Teilchen vorkommen:

H=Hug Y (2b7b:—=1) = § Y Lu(267 b= 1) (2" b =1) — Y Lub,* Uy Ussr. . . U1 by (= 1)
v vEQ < u
- >——‘ [l'll b_u U]l U‘u+1 cee U:'—l br*( = 1)‘”11' . (12)
Y

Diese Operatoren b,*, b, beziehen sich auf ,,Spin-
abweichungen® vom Zustand mit maximalem Minus-
spin, b,* erzeugt und b, vernichtet eine Spinabwei-
chung am Gitterplatz 11, ; die Anderung der Spin-
quantenzahl des Kristalls bei einem dieser Prozesse
hat also den Betrag 1.

Der Operator fiir das magnetische Moment ist

3 * *
M = ug E [an, A

—“32[1—219,:11]—1(3 —Z(l—’b b,) .

Man tberzeugt sich leicht davon, daf} ein Zustand,
fiir den der Erwartungswert von M

('PMN V) =2 ug(N—n)

. 2N v
ist, genau auf( N Arten realisiert werden kann,

also die richtige Vielfachheit hat. Somit erhalt man
auf diesem Wege automatisch die richtige Anzahl
von Zustinden ohne besondere Zusatzannahmen, da
alle Einschrankungen bereits in den Formalismus
hineingearbeitet sind.

Um nun den Operator (12) in Spinwellenopera-
toren darzustellen, hat man (mit einer Periodizitats-
bedingung als Randbedingung) die Operatoren
b,*, b, zu ersetzen durch

1 ™ B N
Biy= ikny b bt = ik b
ww;e ST '

Die Operatoren b,* und b sind nattirlich auch wie-
der Fermi-Operatoren.

2. Eine andere Methode

Eine weitere Moglichkeit, zu den im vorigen Ab-
schnitt erhaltenen Resultaten zu gelangen, ergibt
sich, wenn man den Diracschen Austauschoperator
in der Form verwendet, wie er in der Formulierung
der Spinwellentheorie nach Hovstein und Prima-

KOFF % benutzt wird:
E I) ' \zv \/u .

ZHUBZ\_,,
gyt

S, ist der Spinoperator des an dem Gitterplatz 1,
sitzenden Elektrons in der Einheit & , der den Ver-

(13)

tauschungsrelationen
S X Bu=i0,. G,
gehorcht. Es werden nun neue Operatoren
Ct=6"1tiG¥

eingefithrt, fir diese lauten die Vertauschungsrela-
tionen

=+ =- = -
ol ,vu ]_—26114 @) P} [vx s Du ]_ :(51'14 Oy o

= (5 =+
[\.zl,\./n]~ i Dv o

alle anderen Groflen sind vertauschbar.

Ferner besteht die Operatoridentitat

=z -2+ (grz)z’

die wegen S,>=S(S+1), (5,°)2=25? (hier geht die
Voraussetzung ein, daf die Elektronen an ihren Git-
terplidtzen angebunden sind), die z-Komponente des
Spinoperators durch die Operatoren & und &,
auszudriicken gestattet:

o =
=0 Or

4
»

~ -
- —
o

(X

~
— Z
Nl

[



SPINWELLENTHEORIE DES FERROMAGNETISMUS

wegen S = §. Somit kann man den Hamirtox-Opera-
tor (13) in &," und &, alleine ausdriicken:

HeH pz Z 268, -1)

e “}Z Ir_u (2 3)-+ sr'ﬁ_ 1) (2 z_r1+ gu__ 1)

v

- .SE, (14)
veEp . )
wihrend die Vertauschungsrelationen lauten
GG ].=6(26,6,=1),
[6568]-=[&,68,].=0,
und auBerdem gilt
(&)= (&")2=0.
Schreibt man nun
&' =p, & =g, (15)

so geht der Hamicron-Operator (14) in (11) iiber,
wihrend die Vertauschungsregeln fiir die durch (15)
definierten p. und ¢, genau die Regeln (6 a) — (7 a)
sind. Die weitere Rechnung verlauft wie im vorigen
Abschnitt.

3. Einige allgemeine Bemerkungen

Es erscheint nun angebracht, das Ergebnis der
beiden vorhergehenden Abschnitte nochmals von
etwas allgemeinerer Seite her zu diskutieren. Nach
den gewonnenen Resultaten ist es zwingend, die an-
geregten Zustdnde des betrachteten HerrLEr-Loxpon-
Modells fiir ein Ferromagnetikum durch ein System
von Fermi-Quasiteilchen darzustellen, wenn man
schon die Quasiteilchenvorstellung benutzen will.
Diese Darstellung folgt zwangsldufig aus der Anti-
symmetrie der Elektroneneigenfunktionen in Ver-
bindung mit der Bedingung (2), die die polaren
Zustande ausschlieBt. Dies ist um so bemerkenswer-
ter, als der Anregung eines Quasiteilchens eine An-
derung des Gesamtspins des Systems um den Be-
trag 1 entspricht, man also formal sagen konnte, dal3
das Quasiteilchen ganzzahligen Spin hat. Man muf}
jedoch beachten, daf} der ,,Spin“ eine skalare Eigen-
schaft dieser Quasiteilchen ist; infolgedessen ist die
Regel, nach der Teilchen mit Spin 1 der Bosk-Sta-
tistik gehorchen, fiir diesen Fall iberhaupt nicht an-
wendbar. Hier ist die Verletzung dieser Regel ge-
radezu eine Folge der Fermi-Statistik fur die Elek-
tronen, wie die Rechnung zeigt.
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Der entscheidende Punkt, der von Brocu iiber-
sehen wurde, ist nach Meinung des Verfassers der
Symmetriecharakter der Eigenfunktionen, wihrend
EpstEIN® durch die strenge Losung der Sikularglei-
chung automatisch zu dem richtigen Resultat gefiihrt
wird. In den Brocuschen Eigenfunktionen! darf
niamlich die Vertauschung zweier Gitterplatze nichts
ausmachen, daraus folgt aber sofort, dal die Ko-
effizienten, die nichts anderes als die Eigenfunktio-
nen der -Spinwellen darstellen, antisymmetrisch
gegen Vertauschung zweier Gitterpldtze sind. In
diesem Sinne aber wiirde auch die angeniherte Lo-
sung von Brocu zu dem (statistisch) richtigen Resul-
tat fiihren. Es versteht sich von selbst, daf} die Eigen-
schaft der gesamten Wellenfunktion der Elektronen,
gegen Vertauschungen der Elektronenkoordinaten
antisymmetrisch zu sein, nicht davon beriihrt wird.

Unsere eingangs durchgefiihrte Abzidhlung der
Zustande zeigt, dal} die Anzahl der in der Brocu-
schen Theorie eingefiihrten fiktiven Zustinde fiir
kleine Abweichungen von der Sattigung zunéchst
nicht allzu grof} ist, so dal man mit MarsuaLL der
Meinung sein kann, daB sie fiir die Theorie des
Ferromagnetismus keine allzu grole Rolle spielen.
Indessen ist zweierlei zu beachten. Erstens entspre-
chen diese fiktiven Zustiande solchen, bei denen
Mehrfachbesetzungen von Spinwellenzustinden der
strengen Theorie vorkommen. Infolgedessen werden
sicher tiefliegende Zustinde in groBer Anzahl ein-
gefiihrt. Zweitens wird bei der statistischen Berech-
nung der spontanen Magnetisierung so verfahren,
als ob man tatsdchlich Bosonen vor sich hitte und
demzufolge jeder Spinwellenzustand unendlich oft
besetzt werden kann. Das bedeutet abermals eine un-
zuldssige Erweiterung der Zahl der Zustdnde des
Systems, die grob gesagt unendlich viele weitere
fiktive Zustinde mit sich bringt. In der Formulie-
rung der Spinwellentheorie nach HorsteiNn und Pri-
MAKOFF werden diese beiden angedeuteten unzulas-
sigen Schritte auf einmal durchgefithrt, da von An-
fang an mit Bose-Operatoren gerechnet und spiter
die Energie als Funktion von Besetzungszahloperato-
ren der Bose-Statistik ausgedriickt wird, die be-
kanntlich keiner Einschrankung beziiglich ihrer
Eigenwerte unterliegen. Die statistische Berechnung
der spontanen Magnetisierung macht davon ganz
entscheidend Gebrauch und fithrt dann zu den be-
kannten Resultaten.

Wie nun die exaktere Rechnung zeigt (vgl.
Anm. %), erhdlt man bei tiefen Temperaturen fir
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dreidimensionale Gitter im wesentlichen die glei-
chen Resultate wie nach der Brocmschen Theorie.
Daraus ist jedoch nicht zu folgern, dal} es eine Ge-
schmacksfrage ist, ob man die angeregten Niveaus
mittels Bose- oder Fermi-Quasiteilchen darstellt;
einerseits 1t sich namlich nur mit der Fermr-Teil-
chenvorstellung die Theorie fiir beliebige Gittertypen
geschlossen darstellen, und andererseits diirften die
durch die Bosg-Teilchenvorstellung eingefiihrten
tiberzahligen Niveaus auch bei dreidimensionalen
Gittern die Temperaturabhangigkeit der spontanen
Magnetisierung bei hohen Temperaturen stark modi-
fizieren. Dyson kommt in einer neueren Arbeit? zu
dem Schluf}, daf} diese Abweichungen ungefdhr von
der GroBenordnung exp[ —aT/T] sind, T ist etwa
die Curie-Temperatur, @ von der GréBenordnung 1.
Ware das Problem streng losbar (einschlieflich
der Berechnung der Zustandssumme), wiirde natiir-
lich die Frage nach der Statistik der Quasiteilchen
gegenstandslos werden. Man ist aber in jedem prak-
tischen Falle gezwungen, irgendwelche Naherungen
zu machen, sei es bei der Berechnung der Energie-
niveaus oder der Zustandssumme. Die Quasiteilchen-
vorstellung hat dabei eine groBe praktische Bedeu-
tung, insofern sie die Energieniveaus, die durch eine
sehr grofe Anzahl von Quantenzahlen gekennzeich-
net sind, in moglichst einfacher Weise darzustellen
gestattet und die Berechnung der statistischen Mittel-
werte gegebenenfalls wesentlich erleichtert.
Allerdings darf man nicht ibersehen, dal} das
Brocusche Modell die physikalische Wirklichkeit
sehr stark idealisiert, so daf} es fraglich ist, ob man
mit seiner Hilfe den Ferromagnetismus wirklich ver-
stehen kann (man vergleiche z. B. die Kritik Sta-
TERS 1%). Immerhin hat sich aber die Theorie fiir
viele Zwecke als recht brauchbar erwiesen und ist
auch andererseits als Modellfall von Interesse, an
dem man Wechselwirkungseffekte studieren kann.

4. Ein Variationsverfahren

Als Anwendung soll abschlieflend ein Variations-
verfahren angegeben werden, das sich zwar fiir den
allgemeinen Fall im Augenblick nicht streng durch-
fiihren 1dBt, aber immerhin Aussicht auf Verallge-
meinerung bietet. An dem praktisch uninteressanten
Fall der linearen Kette, fiir den sich dieses Varia-
tionsverfahren in iibersichtlicher Weise zu Ende fiih-
ren lafit, wollen wir seine Brauchbarkeit zeigen.

9 F.J. Dysox, Phys. Rev. 102, 1217 und 1230 [1956].

K. MEYER

Zunichst betrachten wir die Eigenvektoren von
(12). Sie lassen sich aufbauen aus Eigenzustinden
der Besetzungszahloperatoren fiir die Spinabwei-
chungen

[/ Z N )

AN TR S A
K, K,

(16)

mit

- D . =b

> (0).
Kicw.Ky I\'l“'bl\}(l)b H

die Summation lauft in (16) unbeschrinkt

@ jst der Vakuumvektor. In (16) sind je r! Zu-
standsvektoren linear abhingig, die Einfiihrung der
iiberfliissigen Anteile geschieht nur aus Bequemlich-
keitsgriinden. Den Ausdruck (16) kann man unter Be-

nutzung der Antisymmetrie der @, . gegen
Teilchenvertauschung umformen zu
= \? N\
Y= LS(P)an'K,...K,)¢P(K,...K,)

KL onlKy P

Dabei bedeutet P(K,,..., K,) eine Permutation der
Indizes K, ...K,, ¢(P) ist +1 oder —1, je nach-
dem, ob die Permutation P gerade oder ungerade
ist. Die innere Summe lauft iiber alle Permutatio-
nen P einer vorgegebenen Verteilung der Indizes
K,,....K,. Indem man nun

CK,...K, = ;5([’) Cpk,...Kyp)

setzt, erhalt man

vo Yo, b

LUK LK UK LLK,
K& el Ky
mit Entwicklungskoeffizienten C; ~ , , die gegen

Vertauschung irgend zweier der Gitterplatze K, ...K,
antisymmetrisch sind. ¥ soll normiert sein. Das be-

deutet
2 1 2
o ZICK,...K, .
Kk,

= 2

K <...<Kr
Zur Durchfiihrung des Variationsverfahrens wird
zunichst der Erwartungswert der Energie beziiglich
des durch (16) beschriebenen Zustands gebildet.
Dazu wird der Hamitron-Operator (12) in zwei An-
teile aufgespalten:

H=H,+H,.

10 J. C. Stater, Rev. Mod. Phys. 25, 119 [1953].

C

K,...K,
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H,=Hup Z (2b6,*b,—1) +

871

O BB g} ¥ T — X Lo by® b B By

vEpu vEu RS
H2= - eru br* U. U1'+I e U‘u—l bu(— 1)'“*]'— eru b_u U_u U‘u*?l .. U:-*l bn(— 1)‘”_’ .
< u v>u
Man erhalt zunachst ziemlich leicht
(P|H|¥>=—2(N—r) Hup—1% D L (17)
o S 2 rﬁ =y 9 “rw
+Y X |CK,. Ky Iy — 2 |%. . &!|"2 Ik k.
v K <...<K, i=1 7K <. .<Kr iLj=1 v 7
Eine langwierige Rechnung liefert
- . < *
—(¥|H, | ¥ = ( 2 T pa Cok..x, Toont > Cy. AK,V) Ie, Ck. . &
v<K <. .. <K K <r<...<K; k<. . ZKkr<v
.4 Z C:‘KIK, KT z KvKy...kp T o0 T l OK,K, .K,v) Iy, CK,. -k (18)
Y<K Z...<Kr K <3<, . <Ky K<.. <K <»
i | , u Y % *
w _/\_ ¥ Ko Kp—y El l_ Cle-I\ s oKy + -+ >_ CK!. Kr (1') Kr > CKlu-Kr
<K <...<Kr K, <r< .. <K, K<.. <K <»

Es scheint ziemlich schwierig zu sein, den letzten
Ausdruck fir den allgemeinen Fall weiter umzufor-
men; der Grund dafiir ist darin zu sehen, daf} die
Numerierung der Gitterpldtze mit ihrer rdumlichen
Lage in keiner Beziehung steht. Fiir die lineare Kette
sind die entsprechenden Umformungen jedoch ohne
weitere Schwierigkeiten moglich, wenn man sich

c

und

E,+2N,...,Kp+

darauf beschrankt, nur die Wechselwirkung néchster
Nachbarn zu beriicksichtigen. Ferner stellen wir die
ibliche Periodizitdtsbedingung als Randbedingung
(sieche Anm. ). Wenn man sich die Gitterpunkte in
ihrer natiirlichen Reihenfolge durchnumeriert denkt,
bedeuten die Voraussetzungen:

Ix"u=l(6r, .u+1+(31',‘u—1) (19)

C

ON T Ky (20)

K,’

Zunichst kann man (17) weiter vereinfachen, indem man die Summationsindizes K| ... K, auf alle mog-

liche Arten vertauscht. Man erhalt

. 1 , 1 N
<l]jl}{1‘gl>=_2(N_r)H/“B_4 Zlv/z_r(’;_ﬁrz .}. CKI...Kr 2I”K1
v v K,...Kr
_ 1 \' 2
(r—2)! X AK, ‘CK,. .Kr IK,K,'
Unter Benutzung von (19) erhilt man weiter
_ _ _ ‘v._l _L72[7 V‘ 2_1 O 2
(W|H, | ¥ = -2(N—r) Hup— (N - ) I+ — (K‘_%K,w"'v--"' 2K,;’TK,' Lk, K,
-3 z ’C"NK K 2)7' ! Z (23§1|0K+1K K lz+ ZZA Ck-1.K...K 2)'
92 K,;_.:K, al¥y Reoeo Rp (r—2)! KTk, K;‘l 2 TL Reooo By K2 7 Lyl gio one R
Entsprechend vereinfacht sich (18) zu
2N —1 2N
I *
<T[H2’ P)=-— (:i)’g' o ZK (K/_il CK1+1.K,...K +K220B‘—1 K, K,)CKP K,
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Damit ist (¥ |H|¥> im Prinzip berechnet. daf} sie ein orthonormiertes System bilden
Das Variationsverfahren besteht nun darin, daf} 2N
(W|H|¥)> beziiglich einer geeignet gewihlten Z @a* (K) ¢5(K) = dap (21)
Klasse von Vergleichsfunktionen zum Minimum S

gemacht und dieses Minimum bestimmt wird. Die ynd der Periodizititsbedingung
Vergleichsfunktionen sollen hier so gewihlt werden,

dafl die antisymmetrischen Koeffizienten CK“ - Pa(K+2N) =g¢s(K)

L . 4
Determinanten von ,,Einteilchenfunktionen® sind: geniigen. Der Ansatz entspricht also véllig dem des
Co & =ll@a(Kp)l. HarTtree-Fock-Verfahrens. Man ibersieht leicht,
pe dall ¥ normiert ist. Unter Benutzung dieses An-

Von diesen Einteilchenfunktionen verlangen wir, satzes erhdlt man nun

R W)= —2(N—r) Hup— (N= L) 14200 3 [ga(1) 2+ ga(2 V)]
y 2 o=y

r 2N
-l ¥ {Z [l @a(K+1) @s(K) P+ pa(K—1) ¢5(K)1]

o, f=1(K=1
—@a" (K+1) @s(K+1) " (K) @a(K) —@a* (K—1) ¢p(K—1) ¢5" (K) ¢a(K)]

|

— 2| @a(1) @s(2N) P +2@a* (1) pp(1) @5* (2 N) @a(2 N)l‘

4 2N

= v a* K a a -
Iu:“(;(p (K) [@a(K+1) +@a(K—1)] 22)

+1 Y [0t @N) @) + 02N g (1]

Nun wird gebildet (P |H|¥P>=0
unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (21). Man erhalt nach bekannten Methoden

cage(K) = =21 3 {| gs(K+ P+ | ps(K = D)} ga(K)

+21 3 {gs"(K+1) oK +1) +94" (K~ 1) ga(K 1} gu(K) (23)

—I[@a(K+1) +@a(K —1)] + Ga(K)
mit Ga(K) = —1(0g,2x+0k.1) @a(K) + I (O on Pa(K+1) +0g 1 @a(K—1))

—21 D [lps(K+1)P Ok on+]|ps(K—1) 0k 1] pa(K)

-

<

+21 ) [¢8"(K+1) ga(K+1) ps(K) O ox+@5" (K—1) pa(K—1) @s(K)* Og,1] .
f=2
o ikq K Nk
Ohne den Zusatz Ga(K) wird (23) gelost durch pa(K) = T T“ =1,2,...,2N. (24)
Da wir sowieso nur an einer gendherten Losung interessiert sind, begniigen wir uns mit (24) und setzen die
gefundene Losung in (22) ein. Damit erhélt man im Sinne des Variationsverfahrens zwar Energieniveaus,
die iiber den wahren liegen, trotz des relativ einfachen Verfahrens aber schon sehr befriedigend zu sein
scheinen. Man erhilt fiir die Energiezustande in der Naherung des Variationsverfahrens Gl. (25):
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E-—2(N- ;nk)yﬂg_(lv_ l,) 1+21(17 -»1\') 3§ I
il e k

I 1 B ’
4 N,(l_QN)k%,n,{nk'[l—cos(k~k)]. (25)
Dabei ist einfach £ statt k. geschrieben und die n; sind Besetzungszahlen der nullten Niherung, die nur die
Werte 0 oder 1 annehmen konnen. Bemerkenswerterweise erscheint das Austauschintegral / so, als ob es um

einen Faktor 1 — verkleinert wire. Die ,Einteilchenfunktionen® (24) koénnte man natiirlich mit sto-

1
2N
rungstheoretischen Methoden weiter verbessern und so den fiir die dem Verfahren zugrundeliegende Klasse
von Vergleichsfunktionen bestméglichen Energiewerten niherkommen.

Damit sind die Energiezustinde der linearen Kette in der HerrLer-Lonpon-Niherung durch die Zustinde
von wechselwirkenden Spinwellen ausgedriickt, die der Fermi-Statistik gehorchen. Man iiberzeugt sich leicht
davon, dal} der Ausdruck (25) jedenfalls zu der richtigen Anzahl von Zustinden fiir das System fiihrt. Das

bekannte Ergebnis der Energieschwerpunktmethode erhélt man, wenn man in (25) die k-abhingigen trigo-

nometrischen Funktionen durch ihren Mittelwert O ersetzt:

E= —Q(N—_/\; nk)H,l‘IS‘

5. Anwendung des Variationsverfahrens auf die
lineare Kette bei negativem Austauschintegral

Die Giite des im vorigen Abschnitt dargelegten
Variationsverfahrens soll nun an dem Fall des
Grundzustands des Systems bei negativem Aus-
tauschintegral und verschwindendem &ufleren Feld
erprobt werden. Fiir /> 0 ist das Problem trivial, da
fiir diesen Fall der Grundzustand durch (25) exakt
wiedergegeben wird. Wir werden das Problem so an-
greifen, daf} wir einen ausgezeichneten Zustand so
zu bestimmen versuchen, dall seine Energie unter
den aus der Literatur !!- 12 bekannten Werten fiir den
Grundzustand, die durch Variationsverfahren ermit-
telt wurden, liegt. Es wird nicht versucht, zu bewei-
sen, daf} dies tatsiachlich der tiefste Zustand von
(25) ist, da dieser Beweis anscheinend nicht einfach
ist. Immerhin kann man sicher sein, da} der Grund-
zustand nicht iiber dem so ermittelten liegt.

Zur Ausfithrung der Uberlegungen beachtet man
folgendes: Fir /<0 entspricht der Grundzustand
einem verschwindenden magnetischen Moment fiir
den gesamten Kristall, d. h. es muf} gelten

an:N .
Einen sehr tiefen Wert von £ kann man sicher da-
durch erreichen, dal man den dritten Term in (25)
stark negativ d. h. cosk =< 0 macht. Das geht fiir

Z <k 3;, das bedeutet aber, dal man N + 1 Zu-

stinde zu besetzen hat, wenn man die an cos k ge-

11 W. Marsuart, Proc. Roy. Soc., Lond. A 232, 48 [1955].
12 R. Kuso, Rev. Mod. Phys. 25, 344 [1953].

;7(1_212\7)<N_ ; nk)z.

stellte Bedingung erfiillen will. Wir wahlen den Zu-

stand, dessen Energie wir berechnen wollen so, dal}
7 37

alle N Zustdnde besetzt sind, fiir die gilt _,Z <k<Z ;;

nebenbei bemerkt, existiert dann ein zweiter Zu-

stand, dessen Energie gleich hoch liegt, namlich der,
F 3:
fiir den alle Zustiande besetzt sind, fiir die :_)[ <k< 21

gilt. Man erhalt also fiir diesen Zustand

3N/2
Ey= -1 (1 = »)lv) Z (et BIN) n 4 g=i (aIN) )
ST n=N2+1
1 ( 1
+sx1-2w)
3N|2
S‘ (f’i (alN) (n—m) + e~i(.—,/:\'; m—mn) "
, - 2
n,m =NI2+1

unter Vernachldssigung von GroBen, die von der
Ordnung 1/N sind, ergibt sich daraus

E(,:“ZI (1+ ) =1765N1,

wihrend das Resultat von MarsHaLL!! fiir den
Grundzustand, auf unseren Fall umgerechnet

Ey=1,6312N1
E,=1,396N1
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